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ESTUDO DAS MATRIZES

Defini¢éo de matriz

Consideremos a tabela abaixo, construida a partir da coleta de informagdes sobre
0 pre¢co do quilo do arroz tipo 1, do feijdo preto e do macarrdo, em quatro
supermercados de uma capital brasileira:

Supermercado | Supermercado | Supermercado | Supermercado
A B C D
Arroz 2,40 2,57 2,38 2,49
Feijdo 3,02 3,17 2,91 3,20
macarrdo 1,99 2,05 1,87 2,12

Uma matriz é uma tabela de elementos dispostos em linhas e colunas.

Portanto, se abstrairmos os significados das linhas e colunas da tabela acima,
obteremos a matriz

2,40 257 2,38 249
302 317 291 320
199 205 187 212

Uma matriz genérica A, com m linhas e n colunas pode ser representada por

a‘ll a‘lZ aln
aZl a‘22 a‘2

Am xn| - . = [ ij ]mx n
a a a

em que os indices “i” e “j” indicam, respectivamente, a linha e a coluna a qual pertence
0 elemento aj;.




Escrevendo uma matriz a partir de sua lei de formacgéo

= Escrevaa matriz A = [aij] tal que aj; = 2i —j + 1.

3x2’

De acordo com os dados fornecidos, a matriz deve ter 3 linhas e duas colunas, ou
all a12
seja, A=la, a,
aSl a32

Substituindo-se i e j pelos valores correspondentes, para cada elemento, obtém-

se:
a1=21-1+1=2 ap=22-2+1=3
ap=21-2+1=1 a1 =23-1+1=6
a=22-1+1=4 a3p=23-2+1=5
21
Logo, A={4 3
6 5

Exercicios propostos

Q1. Determine a matriz A = [aij szz talque a;=2i+j.
—i?,sei+jé par

I , determine
2ij, sei+ j e impar

Q2. Dada a matriz A = [aij]

5 X7 )

tal que A = ai.:{

dg,+a,,.

Tipos especiais de matrizes

a) Matriz quadrada — é aquela cujo namero de linhas é igual ao nimero de
colunas.

Numa matriz quadrada de ordem n, 0s elementos a;1, a2, ass, ..., amn, ISt0 €, 0S
elementos a; com i = j, constituem a diagonal principal da matriz e os elementos ajj
para 0s quais verifica-se que i + j = n+1 constituem a diagonal secundaria da matriz.

b) Matriz nula — é aquela em que todos os elementos sdo nulos, isto €, a;; = 0,
para todo i e j. E comum indicar-se a matriz nula por O = [0ij ]mx :

n



¢) Matriz triangular — é uma matriz quadrada na qual todos os elementos acima
ou abaixo da diagonal principal sdo nulos.

2 1 0 -1

1 00
0 4 3 2

4 30
0 06 5

9 0 5
0O 0 0 8

Matriz triangular inferior Matriz triangular superior

d) Matriz diagonal — é uma matriz quadrada em que todos o0s elementos acima
e abaixo da diagonal principal sdo nulos.

e) Matriz identidade — é uma matriz diagonal em que todos os elementos da
diagonal principal sdo iguais a 1. Indica-se a matriz identidade de ordem n por I,.

1 000
1 00
0100
0 30 I, =
0010
0 05
0 001
Matriz diagonal Matriz identidade

f) Matriz linha — é aquela que possui apenas 1 linha (m = 1).
g) Matriz coluna — é aquela que possui uma unica coluna (n = 1)

h) Matriz simétrica — ¢ uma matriz quadrada na qual se verifica que ajj = ;i.

a b ¢ d
> b e f ¢
2 017 9
[ ] c f 1 h
11
d g h o
matriz linha matriz coluna matriz simétrica

Igualdade de matrizes

Duas matrizes A e B sdo ditas iguais se, e somente se, ttm 0 mesmo tamanho e
seus elementos correspondentes séo iguais.

Determinando incdgnitas para que duas matrizes sejam iguais

. a+b c-d 10
= Determine a, b, ¢ e d, sabendo que = .
2a+b 3c+d -3 8

Da definicéo de igualdade de matrizes segue que



{2a+b:—3

a+b=1 3 c—-d=0
3c+d=8

Solucionando-se os sistemas acima, encontra-sea=-4,b=5,c=2ed =2.

Operagbes com matrizes

a)

b)

Adicao e subtragdo: A adicdo e subtracdo de duas matrizes Amxn € B mxn,
de mesma ordem, € uma matriz C , x n CUjos elementos sdo obtidos pela soma
ou diferenca dos elementos correspondentes de A e B, respectivamente.

Propriedades da adicao

Dadas as matrizes A, B e C, de mesma ordem, sdo validas as seguintes
propriedades para a adi¢cdo de matrizes:

i) Comutativa A+B=B+A

i) Associativa (A+B)+C=A+(B+C)
iii) Elemento neutro | A+0=0+A=A

iv) Cancelamento A=B<A+C=B+C

Multiplicacdo de um ndmero real por uma matriz: Seja A:[aij mene a
um numero real. A matriz oA, m X n, é a matriz cujos elementos séo

bij = ajj.

Se a = -1, obtém-se a matriz oposta de A, isto é, a matriz que somada com
A da como resultado a matriz nula.

Propriedades

Dadas as matrizes A e B, de mesma ordem, € 0S nimeros reais o, o € oy,
verifica-se que:

) a(A+B)=a0A+aB

II) (0(1 + Otz)A = oA top A
iii) 0.A=0

iV) Otl(OtzA) = (OLlOLz)A

Transposicao: Dada uma matriz A = [aij men’ denomina-se transposta de A

amatriz A' = [bij] _ cujas linhas sao as colunas de A.

nx



Propriedades

) (A)Y'=A

i) (A+B)'=A"+B!
iii) (aA)' = oAl

Operando matrizes

) 2 4 5
= Dadas as matrizes A = e B=
3 5 7

2+5 4+ (-1 7 3
3+7 5+4 10 9

{2—5 4—(—3} {—3 5}
A_B: =
3-7 5-4 -4 1

4] calcule A+B, A-Be 5A+%B.

i 1048 20-1] [ 3
SA+—-B=5 +— = 7 =| 37
2 3 5] 2[7 4] |150 L 2542 (20 27
2 2
2 0 -1 5
Dadas as matrizes A={-1 3| e B=| 2 0 [, encontre a matriz X, tal que
1 4 3 =2
2X-A+3B=0
. 1 3
Isolando X, obtém-se X :EA_EB'
143 o B |5 15
2 0 -1 5 2 2 2 2
Logo, X:i -1 3 _3 2 0 |= —3—3 3oL 3
2 L 4 2 3 5 2 2 2 2
1.9 | [7* °
L 2 L ]
. e . 2X+Y =3A+B
Calcule as matrizes X e Y que verificam as condicOes :
X-Y =2A-3B

i 1 2 1 2
considerando que A = e B= .
01 11

Resolvendo-se o sistema, obtém-se X =§A—§B eY = —%A+%B )

1 2 2 4
Portanto, X =| 2, eY=\7 ,|

3 3



3 -1 3 2 -4 5
= Sejam A=|4 1 5|eB=|0 1 4|.Calcule(A+B)
2 1 3 3 2 1
5 -5 8 5
A+B=|4 2 9|e portanto, (A+B) =|-5 2 3
5 3 4 8 9

d) Multiplicacdo de matrizes: Sejam A= [aij mene B= [bij Jnxpduas matrizes.

O produto da matriz A pela matriz B, indicado por AB, é a matriz
C= [cij mep tal que o elemento c;; € obtido multiplicando-se ordenadamente

o0s elementos da linha i, da matriz A, pelos elementos da coluna j, da matriz
B, e somando-se os produtos obtidos.

Cabe ressaltar que o produto AB sé é possivel se o nimero de colunas de A é
igual ao niumero de linhas de B.

Propriedades

i) Geralmente, AB = BA.
i) AI=IA=A

iii) A(B+C)=AB + AC

iv) (A+B)C=AC+BC
v) (AB)C = A(BC)

vi) (AB)'=B'A'

vii) 0LA=A0=0

Multiplicando matrizes

1 -1
1 2
» Dadas as matrizes A= {3 4} e B=|0 2 |, obtenha a matriz AB.
2 3

agi | 2][1 0 2] _[1142(-1) 10422 12+23] [-1 4 8
|3 4||-1 2 3| |31+4(-1) 3.0+42 32+43| |-1 8 18

) 1 2 3 . .
= Sejam A= {0 J eB= L} . Determinar a matriz X, tal que A.X = B.

A, X =B,, =>m=2en=1.Logo, amatriz X e do tipo 2 x 1.

Representando X por a segue que L2)al_|3
p pb,gq01.b_4.



. - a+2b 3 )
Desenvolvendo-se o produto matricial, verifica-se que b =40 ou seja,

b=4

LooX—_S
9o, X =| |,

Exercicios propostos

{a+2b:3

Q3. Determinar os numeros reais a € b de modo que as matrizes A e B sejam iguais,

5a—2b 6 4 6
dadas A= e B= )
1 a+b 1 5

. 1 2 0 5 -1 7 ) .
Q4. Dadas as matrizes A = , B= eC= , determine a matriz X
2 3 7 6 5 -2

talque X+ A=B-C,

1 0 O 2
Q5. Dadas as matrizes A={0 -1 2| e B=|3]|, determine a matriz X na equagéo
2 0 1 1

matricial AX = B.

Matriz inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se X € uma matriz tal que AX = I, e
XA = |, entdo X é chamada de matriz inversa de A e é indicada por A™.

Vale ressaltar que nem toda matriz quadrada admite uma matriz inversa.

Encontrando a inversa de uma matriz

. P . 1 2
= Determine, se existir, a inversa da matriz A:{ 5 J.

1
Sendo A= {
2

AA*1—|:>1 2(la b| |1 0:>a+2c b+2d | |1 0
T 2722 1fle d| |0 1 —2a+c —-2b+d| |0 1

Da condicdo de igualdade de duas matrizes, seguem 0s Seguintes sistemas:

2 b
e fazendo A™ = a , tem-se:
1 c d



a+2c=1 1 2 b+2d =0 2 1
a=—ec=— b=—=ed==
—-2a+c=0 5 5 -2b+d =1 5 5
1 2
1_ 1|5 5
Portanto, A™ = E E )
5 5

Questdes propostas

Q6. (UNI-RIO) Dada a matriz A :{ 3 2} , determine o valor de A™ + A'— I,

Q7. Verificar se @ = Eﬁ 5e inversivel e obter, caso exista, sua inversa.

Questdes complementares

Q8. (UERJ) A temperatura corporal de um paciente foi medida, em graus Celsius, trés
vezes ao dia, durante cinco dias. Cada elemento a;; da matriz corresponde a temperatura
observada no instante i do dia j.

356 36,4 386 380 36,0

361 37,0 37,2 405 404
355 357 361 37,0 39,2
Determine:

a) o instante e o dia em que 0 paciente apresentou a maior temperatura;
b) atemperatura média do paciente no terceiro dia de observacéo.

Q9. (UFG) Seja M = [aijJ uma matriz quadrada de ordem n, onde a;; = i + j. Nessas

nxn

condigdes, a soma dos elementos da diagonal principal da dessa matriz é:

a) n? b) 2n + 2n? c) 2n + n? d) n® +n e) n + 2n?

-2 1 0 |[x 3
Q10. (UCS-BA) A equacdo matricial | 1 1 —-2||y|=|-2|éverdadeirasex,yez
0 0 11|z 1
sdo tais que X + y + z é igual a:

a) -3 b) -1 c)0 d1 e)3



Q11. (UFSC) Sejam A= [aij J4X3 e B= [bij J3X4 duas matrizes definidas por aj =i+ ] e
bij = 2i + j, respectivamente. Se A.B = C, entdo qual é o elemento cs, da matriz C?

. .. 2 1|1 -1 10
Q12. (UFC-CE) O valor de a para que a igualdade matricial =
1 1|-1 a 01

seja verdadeira é:
a)l b) 2 c)0 d) -2 e) -1

Q13. (UFRS) A matriz C fornece, em reais, o custo das porgoes de arroz, carne e salada
usadas em um restaurante:

1| arroz
C=|3| carne
2 | salada

A matriz P fornece o nimero de porg¢des de arroz, carne e salada usadas na composicao
dos pratos tipo P;, P, e P3 desse restaurante:

arroz carne salada

2 1 1 | prato P,
P=| 1 2 1 | prato P,
2 2 0 | prato R,

A matriz que fornece o custo de producdo, em reais, dos pratos Py, P, e P3 €é:

7 4 9 2 2
a) |9 b) | 4 ¢) |11 d) |6 e) | 2
8 4 4 8 4

Q14. (UFAM) Sejam A, B e C matrizes quadradas quaisquer de ordem n. Entdo €
correto afirmar que:

a) Se AB=AC, entdo B =C.

b) AB=BA

c) Se A%=0, (matriz nula), entdo A = 0,
d) (AB)C = A(BC)

e) (A+B)? = A’ + 2AB+B?

Q15. (UFRRJ)Dada a matriz A = _11 g denotamos por A™ a matriz inversa de A.
Entdo A + A é igual a:

11
) @ @ b) lg o) o
1 0 0
0 -1 ) 4
d) e e) @
"2 0
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Q16. (UFRRJ) Uma fabrica de guarda-roupas utiliza trés tipos de fechaduras (dourada,
prateada e bronzeada) para guarda-roupas em mogno e cerejeira, nos modelo basico,
luxo e requinte. A tabela 1 mostra a producédo de mdveis durante 0 més de outubro de
2005, e a tabela 2, a quantidade de fechaduras utilizadas em cada tipo de armario no
mesmo més.

Tabelal: Producdo de armarios em outubro de 2005.

Modelo
Basico Luxo Requinte
Madeira
Mogno 3 5 4
Cerejeira 4 3 5

Tabela 2: Fechaduras usadas em outubro de 2005

Madeira
Mogno Cerejeira
Tipo
Dourada 10 12
Prateada 8 8
Bronzeada 4 6

A quantidade de fechaduras usadas nos armarios do modelo requinte nesse més foi de:
a) 170
b) 192
c) 120
d) 218
e) 188

Q17. (Udesc) Considere as matrizes A= , 1= 2 e O= 8 a soma
dos valores numeéricos de x, para os quais a igualdade Az - 2 A — 31=0 é verificada é:

a) x=0
b) x=2
c)x=1
d) x=-2
e) x=-1

Q18. (UEL-PR) uma das formas de se enviar uma mensagem secreta € por meio de
cddigos matematicos, seguindo 0s passos:
1- Tanto o destinatario quanto o remetente possuem uma matriz chave C.
2- O destinatario recebe do remetente uma matriz P, tal que MC=P, onde M ¢é
matriz mensagem a ser decodificada.
3- Cada nimero da matriz M corresponde a uma letra do alfabeto: 1=a, 2=b,
3=c,...,23=2
4- Consideremos o alfabeto com 23 letras, excluindo as letras k,w e y.
5- O nmero zero corresponde ao ponto de exclamacao.
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6- A mensagem € lida, encontrando a matriz M, fazendo a correspondéncia
namero/letra e ordenando as letras por linhas da matriz conforme segue: m;; m;
M13 M21 M22 M23 M31 M32 Maa.

1 1 0 2 -10 1
Considere as matrizes C =10 -1 0| eP= (18 38 17|. Com base nos
0 2 1 9 14 0

conhecimentos e informacdes descritas, assinale a alternativa que apresenta a mensagem
que foi enviada por meio da matriz M.

a) Boasorte! b) Boaprova! c) Boatarde! d)Ajudeme! e)Socorro!
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N DETERMINANTE

INSTITUTO
FEDERAL

Minas Gerais

Campus Avangado
Conselheiro Lafaiete

O determinante de uma matriz quadrada A = [aij ],de ordem n, € um numero real
(Unico) a ela associado, que pode ser indicado por det A ou | A| ou det = [aij ]

Determinante de uma matriz quadrada de ordem 1

Seja a matriz A =[a,,].,. Seu determinante é o valor de seu dnico elemento, ou
seja,

det A= |ay[=a,
Determinante de uma matriz quadrada de ordem 2

i . a, ap|,
O determinante da matriz quadrada de ordem 2 A = L“ alz} é 0 nimero real
21 22
obtido fazendo o produto dos elementos de sua diagonal principal menos o produto dos

elementos de sua diagonal secundaria, isto &,

all a12

det A= =a,,.8, —a,.a,

a‘21 a22
Determinante de uma matriz quadrada de ordem 3 — Regra de Sarrus

O determinante de uma matriz quadrada de ordem 3 pode ser obtido a partir da
regra préatica de Sarrus, apresentada na sequiéncia.

all a12 alS
Sejaamatriz A=|a,, a, ay
aSl a32 a33

Inicialmente deve-se repetir as duas primeiras colunas a direita da matriz,
conforme 0 esquema a seguir:
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a:: a.. a.. a. a.
\ >< >< /

a:._ a.,
! ’<a/‘ \a

/’://\\\

Trocar os sinais Conser /ar 0s sinais
dos produtos dos produtos

— O]

Em seguida, deve-se conservar 0s sinais dos produtos obtidos na dire¢do da
diagonal principal e inverter os sinais dos produtos obtidos na direcdo da diagonal
secundaria.

O determinante da matriz quadrada de ordem 3 é a soma dos valores assim
obtidos.
Calculando determinantes

= Calcule os determinantes das matrizes abaixo:

1 -2 3
a) A=[-7] b)B{*/E :/f’} ogcC=l 2 1 -1
> 8 —2 -1 2

Das regras apresentadas acima, segue que

a) det A=-7,
b) det B = v/2.4/8 — (-3).5 = 4+15 =19
c)
ol 7
% XN

detC=6-1+8+2-4-6=5

= Resolva a equagdo )

Desenvolvendo-se o determinante de 22 ordem, obtém-se a equagdo exponencial
(2X )2 —4.2" =2°, que pode ser resolvida fazendo-se 2* =y, observando que
y >0.

(2°f 42" =2°= y?—4y—32=0=y=—4 (impossivel) ouy=8
y=8=2"=8=2"=2=x=3.

X 2
= Resolvaainequagdo | 4 3 1<
-1 2

3 2
1 X
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Desenvolvendo-se, pela regra de Sarrus, o determinante de 32 ordem contido no
primeiro membro da inequagao acima, encontra-se

— — /.—.
N\ =

VLN

\ .I_.\-&-/'H.
/u/w\u
v

0 \ u\<w)<u
7

«

3 -2x -

LI
o

1
o
o0

donde segue a inequagéo do 1° grau:

3-2X—-8+3x—-2+8<3x-2
-2x<-3 (-1
2x>3

X2

S =

— le

X€|R|X2§}
2

Questdes propostas

QL. Calcule os determinantes:

A1
a)mi 2"

g ©

b)

Nr—\gr—\
BN W
EH
= w

=

3
c) B4 1
@3 2

- N
=

Q2. Determine x tal que:

) #8 B0 2y
1

1

3

3

= O
]

b)

=l
=

0

- -
=

2 1
Q3. (UFBA) O determinante associado a matriz 2@ @1@¢é igual & maior das

4 3 2
raizes da equagdo |10 @ B & 2. Determine o menor valor de y.
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Determinante de matrizes quadradas de ordem n - Teorema de
Laplace

As regras apresentadas anteriormente permitiram o calculo de determinantes de
13 22 e 32 ordens. Todavia, necessaria se faz, também, a apresentacdo de um método
adequado para o célculo de determinantes das demais ordens.

Para este propdsito, hda o Teorema de Laplace, que possibilita o célculo do
determinante de uma matriz quadrada de ordemn (n > 2).

O teorema de Laplace esta diretamente relacionado ao conceito de cofator de um
elemento da matriz A, apresentado a seguir:

Dada uma matriz quadrada 4 =|a, |, de ordem n (n > 2), denomina-se

cofator do elemento a;; 0 produto de (-1)" pelo determinante Dj; da matriz obtida
quando se retira de A a linha i e a coluna j.

O cofator do elemento a;; sera indicado por Cjjou por Aj;.

Calculando cofatores

-1 2 3 -4
4 2 0 O
= Dadaa matriz A= , determine C; e Coo.
-1 2 -3 0
25 3 1
2 3 -4
C21=(—1)2*12 -3 0/=(-1D(-6-24-60-6)=96
5 3 1
-1 3 -4
C,=(D*?%-1 -3 0|=(+D)(B+12-24+3)=-6
2 3 1

O teorema de Laplace

O determinante associado a uma matriz quadrada 4 = laij |, de ordemn>2, ¢

0 nmero que se obtém pela soma dos produtos dos elementos de uma fila (linha ou
coluna) qualquer pelos seus respectivos cofatores.

Vale ressaltar que, independente da linha ou coluna escolhida, o resultado é
sempre 0 mesmo. Entretanto, é conveniente optar-se pela fila que possui mais zeros a
fim de reduzir a quantidade de célculos necesséarios.
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Calculando um determinante pelo Teorema de Laplace.

-1 2 3 -4
2 0 O
= (Calcule o determinante da matriz A =
-1 2 -3 0
25 3 1

Sera escolhida a 22 linha (pois ela possui dois elementos iguais a zero).
det A=4.Cy; + 2Cy + 0.Co3 + 0.Coa.
Como C;; e Cy; ja foram obtidos no exemplo anterior e ndo ha a necessidade de

calcular-se C,3 e Cy4, uma vez que eles estdo multiplicados por zero,segue que:
det A=4.96 + 2.(-6) = 372.

Questdo proposta

Q4. Ca

Icule o determinante da matriz A =

N O W N
= 01 w O

Propriedades dos determinantes

vii)

Se todos os elementos de uma fila (linha ou coluna) de uma matriz A séo
nulos, entdo det A = 0.

O determinante de uma matriz quadrada A é igual ao determinante de sua
transposta, ou seja, det A = det A"

Ao multiplicar-se uma linha da matriz por uma constante o, 0 determinante
também fica multiplicado pela mesma constante a.

O determinante troca de sinal ao trocar-se a posicdo de duas linhas ou
colunas.

O determinante de uma matriz que possui duas linhas (ou colunas) iguais ou
proporcionais é zero.

det (A.B) = det A . det B.

Se todos os elementos de uma matriz quadrada A, situados de um mesmo
lado da diagonal principal, forem nulos, entdo o determinante de A seréa igual
ao produto dos elementos de sua diagonal principal.
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Aplicando as propriedades no calculo de determinantes

-1 0 0 O
) . 2 0 O
= Calcule o determinante da matriz A =
-1 2 -3 0
25 3 1

det A = (-1).2.(-3).1 = 6, uma vez que, na matriz A, todos os elementos acima da
diagonal principal séo nulos.

3
0 2 3 Bt b
= Sendo A=|-1 2 1|eB=| -1 0 -3/, calcule det (AB).
2 -4 -2 07 -2 -2

Na matriz A, a 32 linha é proporcional a 22, portanto, det A = 0.
Como det (AB) = det A. det B, pode-se afirmar que det (AB) = O,
independentemente do valor de det B.

Determinante da matriz inversa

E possivel provar-se que o determinante da matriz inversa de A é igual ao
inverso multiplicativo do determinante de A, ou seja,

1
det A

detA™? =

Logo, se det A =0, a matriz A ndo admite inversa.

Calculando o determinante da inversa de uma matriz

0 1 -2
» Dadaamatriz M ={3 0 -4, calcule det M + det M™.
5 -6 0

A partir da regra de Sarrus, obtém-se det M = 16.

det M = det M'= det M' = 16

detM ! =L:>detM’1 1
det M 16

Logo, detM ' +detM ™ =16+i:E
16 16
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1 2 x
= SendoA=|3 2 2/, encontre x para que a matriz A admita inversa.
0 11

Utilizando-se a regra de Sarrus, verifica-se que det A = 3x —6.
Para A ser invertivel, é necessario que det A = 0.
Portanto, x # 2.

Questao proposta

-1 3 1
Q5. (URJF) Considere a matrizA=R2 -2 0 @ Calcular o determinante da matriz
0 1 -1

inversa de A.

Questdes complementares

1 1 1 1
. . x 1 1
Q6. (UFC-CE) Determine a soma das raizes da equagéo 1 n z[ffﬂ 1 [ATE: O.
1 1 1 -4

Q7. (Cefet-PR) Uma matriz A quadrada, de ordem 3, possui determinante igual a 2. O
valor de det (2. A?) é:

a) 1l b) 2 c)3 d) 4 e)5
4 3 1
Q8. (Cefet-PR) Se @ =-5,entdo B 3 1@ vale:
1 3 4 1 3 4
a) 7 b) 6 c)5 d)4 e) 3
S ] B ] . ~ 1 2.
Q9. (PUC-RS) Se a matriz A= tem inversa, entdo det A~ é:
a) bc - ad
b) -
]l [a]}
c) Det A
d)

ARE AR

(2ERE?)

€)
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Q10. (UEG-GO) Sendo x ey, respectivamente, os determinantes das matrizes B@

u 4 - 4 4 -
— ;
l5 e @ , éverdade que— ¢€iguala

a)

)

e)

c) 20 d) -20

Q11. (Ufam) Considere a matriz A = _74 g Os valores de k que tornam nulo o

determinante da matriz A — ki, sendo | a matriz identidade, sdo:

a) 0eb

b) -2e4
c) Oe4

d) -4e2
e) -4e0

Q12. (Unit-SE) Se o determinante @ 1 3@ éigual a 5, entdo o valor de x é:
1 2 2
) ~ % b) -5 )~ % 93 €)%

Q13. (UFU-MG) Considere as matrizesA: g g e B= __21 573 _45.

Para que o determinante da matriz A . B, em que B' denota a matriz transposta da
matriz B, seja igual a 138, o valor de x sera igual a:

a) 6
b) 7
c) 8
d) 9
-6
Q14. (Unirio-RJ) Considere a matriz A= 28 1g Sejam f e g funcédo definidas

0 3 -
por f(x) =vVdet @ e g(x) = x — 1. Calcule todos os valores de X reais tais que f(x) = g(x).

Q15. (Ufscar —SP) Seja A = (aj) uma matriz quadrada de ordem 3 tal que,
_ . B, EEf=
% = Do om0
necessariamente, det A é maltiplo de:

com p inteiro positivo. Em tais condi¢des, é concreto afirmar que,

a) 2
b) 3
c) 5
d) 7
e) 11
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Q16. (Uneb-BA) O numero de elementos inteiros do conjunto solu¢do da inequagao

_‘1 2- B3> 0@

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
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o SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

INSTITUTO
FEDERAL

Minas Gerais
Campus Avangado

Conselheiro Lafaiete
Equacéo linear

Denomina-se equacdo linear toda equagdo da forma a x; +a,x, +...+a,x, =b,

em que:
ai, ay, ..., & S0 0s coeficientes da equacgéo;
X1, X2, ..., Xn S80 aS incognitas e
b é o termo independente.

Uma n-upla ordenada, isto é, uma seqiiéncia de n numeros reais (¢, 2,,...,a, )€
uma solugdo da equagao linear a,x, +a,x, +...+a,X, =b se, ao substituir-se Xy, X, ...,
Xn respectivamente por «,,a,,..,2,, a sentenga a,a, +a,a, +..+a,a, =b for

verdadeira.

n?

Verificando uma solu¢éo de uma equacéao linear
= Verifique se (1, -2, 2) é solucdo da equacdo linear 2x — y + 2z = 8.

Substituindo-se X, y e z por 1, -2, e 2, respectivamente, obtém-se a sentenca
2(1) —(-2) + 2.2 = 8, que é verdadeira. Portanto, o terno ordenado (1, -2, 2) é uma
solucéo da referida equagéo.

Sistemas de equacdes lineares

Chama-se sistema de equaces lineares com m equagdes e n incognitas Xi, Xz, ...,
Xn a todo sistema da forma:

an X, +a,X, +..+a,X, =b

1n“*n

Ay X, +8pX, +.t 8y, X, =,
A X, +a,,X, +...+a,, X, =b,
Uma solucéo do sistema é uma n-upla ordenada de nimeros («,,«,,...,a,) que

satisfaz, simultaneamente, todas as m equagoes.
Um sistema de equag0es lineares pode ser escrito na forma matricial:
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a‘ll a‘lZ aln Xl bl
a, a a, ||x
21 .22 2n 2 — 2 ’ em que
aml am2 amn Xn bm
a; Qp ay, X;
a, a a ) ) o X, | i
A= 2" | & chamada de matriz dos coeficientes, | 2| é a matriz das
Ay Ay Ann X,
b,
. b, | . ) i
incognitase | | é a matriz dos termos independentes.

. ) . . a
Pode-se, também, associar ao sistema a matriz : : . R

denominada matriz ampliada do sistema.
Se a matriz dos termos independentes € uma matriz nula, entdo o sistema €
denominado sistema linear homogéneo.

Sistemas equivalentes

Dois sistemas sdo ditos equivalentes quanto admitem o mesmo conjunto
solugéo.

Pode-se transformar um dado sistema num sistema equivalente, mais simples de
se resolver, a partir da aplicagdo de uma ou mais das seguintes transformacdes
elementares:

1%) Troca de duas equacdes de posi¢ao entre si.

X+y=4 2X+y=17 ) )
Y { Y sdo equivalentes pois, de um

Os sistemas S, ={2 . e s, = 4
X+y= X+y=

para o outro, apenas trocou-se a 12 e 22 equacOes de posicéo.

Seu conjunto solugdo é S = {(3,1)}.
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2%) Multiplicacdo de uma das equacbes por uma constante ndo nula.

sdo equivalentes pois

X+ y=10 -x—-y=-10
Os sistemas Slz{ / e SZ:{ y

X+3y =14 X+3y =14
apenas multiplicou-se a 12 equacdo do sistema S; pela constante —1 para obter-se a 12
equacéo do sistema S.

Seu conjunto solugédo é S = {(8,2)}.

3% Multiplicagdo de qualquer equagdo por uma constante ndo nulae
soma do resultado a outra equagao do sistema.

séo equivalentes pois a 22

2X+y=5 2X+ y=5
Os sistemas Slz{ Y S { Y

e =
8x—y=5 ° |0x-5y=-15
equacdo do sistema S, foi obtida pela soma da 22 equagdo de S; com o produto da 12
equacéo de S; pela constante — 4.

Seu conjunto solugédo é S = {(1,3)}.

Vale ressaltar que as transformacbes elementares apresentadas podem,
perfeitamente, ser aplicadas as linhas da matriz ampliada associada a um sistema.

Classificacdo de um sistema linear

Quanto ao nimero de solucBes, um sistema linear pode ser classificado da
seguinte forma:

Sistema linear

|

Possivel Impossivel
quando admite solugdo quando n3o admite solugdo
I
[ |
Sistema possivel e Sistema possivel e
determinado indeterminado

admite solugdo unica admite infinitas solugdes
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Resolucdo de um sistema linear através da Regra de Cramer

A regra de Cramer foi desenvolvida pelo matematico suico Gabriel Cramer
(1704-1752). Trata-se de uma regra pratica utilizada na resolucdo de sistemas lineares
em que 0 numero de equacgdes é igual ao nimero de incognitas.

Consideremos o sistema de equagdes lineares

a X, +a,X, +..+a,X, =b
Ay X, +auX, +..+ 8y, X, =h,

a X, +a,X +..+a,X, =b,

e seja D o determinante associado a matriz dos coeficientes, isto é,

d; dp ... 4y,

a a ... a
D= .21 .22 .2n

a, 4, ... Q,

Seja, ainda, o determinante Dx; , 1 < i < n, obtido quando se substitui, no
determinante D, a i-ésima coluna pela coluna dos termos independentes.

Se o determinante D é diferente de zero, o sistema é possivel e determinado e
. . D, D, D D

seu conjunto solugdo é S =4 =%, =2, =2 .~ |\,

D D D D

Se D = Dyy=Dy,=...=Dyx, = 0, 0 sistema sera possivel e indeterminado, sendo que,
para n>3, tal condicdo s6 sera valida se ndo houver equacBes com coeficientes das
incognitas respectivamente proporcionais e termos independentes ndo-proporcionais.

Se D = 0 e existe Dxj = 0, 1 <i<n, o sistema serd impossivel.

Resolvendo e discutindo um sistema de equac0es lineares pela regra de Cramer

X+Yy+2=06
= Utilizando a regra de Cramer, resolva e classifique o sistema < x—y—-z=-4.
2x—y+z=1
1 1 1 6 1 1
D=[1 -1 -1=D=-4 D, =|-4 -1 -1=D,=-4
2 -1 1 1 -1 1
1 6 1 1 1 6
D,=[l -4 -1=D, =-12 D,=[l -1 -4=D,=-8
2 1 1 2 -1 1
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- D, - D. -
Logo,x:DX:—A’:x:l; y:—y=£:y=3 ez=—"r=—=17=2
D -4 D -4 D -4

Portanto, o sistema é possivel e determinado e seu conjunto solucdo é S={(1, 3, 2)}.

. ) A4+ (p-2)y=0 . . .
= Determine p de modo que o sistema seja impossivel.
(p+D)x+7y=10

Para que o sistema seja impossivel, deve-se ter D = 0 e Dx# 0 ou Dy # 0. Logo:

4 p-2
= P ‘:—p2+p+30
p+1 7
0 -2
X:‘ P ‘:—10p+20
10
4 0
y = =40
p+1 10

D=0=p=-50up=6.
Como para ambos os valores de p o determinante Dy é diferente de zero, ambos
fazem com que o sistema seja impossivel.

Sistemas homogéneos

Denomina-se sistema linear homogéneo aquele em que todos os termos
independentes sdo nulos.

X+y+z=0
Por exemplo, o sistema linear S =<x—y—-z=0 & homogéneo.
X-y+3z=0

Todo sistema homogéneo é possivel, uma vez que admite, pelo menos, a solucao
trivial S = {(0, 0, ..., 0)}.

Se, além da solucéo trivial, o sistema linear homogéneo admitir alguma solucao
ndo trivial, ele serd indeterminado.

Caso contrério, sera determinado.

Para a discussdo de um sistema linear homogéneo de n equagdes com n
incognitas, é suficiente a andlise do determinante “D” associado a matriz dos
coeficientes das incognitas, a saber:

. Se D # 0 = Sistema possivel e determinado;
. Se D =0 = Sistema possivel e indeterminado



26

Criando condigdes para que um sistema linear homogéneo admita solugdes néo
triviais
X + y—Az=0
= Determine A para que o sistema <X + Ay— z=0 admita outras solu¢fes além
X+(A+1)y+ z=0
da solucdo trivial (0,0,0).

O sistema admitira outras solugdes alem da solucéo trivial se for possivel e
indeterminado.
Basta, portanto, que D =0, ou seja;

1 1 -4
1 1 -1=0=>14-1=0=>41=1.
1 A+1 1

Questdes propostas

Q1. Aplicando a regra de Cramer, resolva os sistemas a seguir:

X+2y+z2=7 X-y+z=3
X+2y=5
a) %3 A b) {2x+3y-z=-1 C)12Xx+y—-2=0
X—3y=—
Y Ax—y+27-18 3X—y+27-6
2 +2V +27 =7
d) <2¥* +2Y -2 =9
2X _2y+1 +22+1 — 2
-X+y-z=0
Q2. Calcular o valor de a para que o sistema {Xx—Yy+az =0 tenha somente a solugdo
X+y-2=0

trivial.

3X+2y=3

Q3. Determine o de modo que o sistema { seja impossivel.

oax+y=4

Q4. (Uerj-adaptado) Jodo contou os coelhos, os patos e os bois que havia em sua
fazenda, obtendo um total de 340 animais. A seguir, verificou que o nimero de coelhos
era o triplo do de patos e que o nimero de bois excedia em 20 unidade o total de
coelhos e patos. Determine o nimero de patos que ha na fazenda.
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Resolucdo de um sistema linear através de escalonamento

O escalonamento é um processo de resolucdo de sistemas lineares que consiste
na aplicacdo de transformacdes elementares num dado sistema a fim de obter um
sistema equivalente, mais simples de ser solucionado, uma vez que, nesse novo sistema,
0 numero de coeficientes de incgnitas nulos, que antecede o primeiro coeficiente ndo
nulo, aumenta, de equagao para equagao.

Séo exemplos de sistemas escalonados:

Ao observarmos os sistemas acima, verificamos que, de uma equagédo para a
seguinte, sempre “desaparece” uma incognita, da esquerda para a direita, o que faz com
qgue a quantidade de zeros aumente, de uma linha para outra, na matriz ampliada
associada ao sistema, conforme podemos perceber nas matrizes abaixo, correspondentes
aos sistemas S; e Sy, respectivamente:

Solucionar um sistema escalonado é uma tarefa bastante simples.

Na 3% equacdo do sistema S;, anteriormente apresentado, é facil perceber que
z = 5. Substituindo z por 5, na 22 equacdo, concluimos que y = 0. Substituindo y e z por
0 e 5, respectivamente, na 12 equacdo, obtemos x = -2,

Portanto, S = {(-2, 0, 5)}.

No sistema S,, notamos que ndo existe valor para w tal que 0.w = 5. Portanto, o
sistema S, é impossivel, ou seja, S = .

A essa altura, caro leitor, vocé ja deve estar se perguntando como é possivel
escalonar um sistema linear.

Conforme dissemos anteriormente, implementamos transformacdes elementares
as equac0es do sistema (ou as linhas da matriz ampliada associada a ele).

A fim de que vocé se acostume com a notagdo empregada na resolugdo dos
seguintes exemplos, faremos uma breve explicacdo sobre ela, a saber:

« (Li «» L) significa que a i-ésima linha e a j-ésima linha foram permutadas,
isto €, trocaram de posicgao entre Si.

« (Li = kL;) significa que a i-ésima linha foi multiplicada pela constante ndo
nula k.

« (Li — L;i +kL;) significa que a i-ésima linha foi substituida pela soma da
i-ésima linha com o produto da j-ésima linha pela constante ndo nula k.



28

Escalonando sistemas

X+2y-2=0
= Escalone e resolva o sistema {3x—y+2z=1.
2X+3y+z2=7
1 2 -1 0
SejaM=|3 -1 2 1| amatrizampliada associada ao sistema.
2 3 1 7

1 2 -1 0] [1 2 -1 0
3 -1 2 1|=/0 -7 5 1|(L,—>L,-3L)
2 3 1 7/ |0 -1 3 7|(L—>L-2L)

1 2 -1 O
=|0 -7 5 1
0 16 48 1
i 77 (L3_>L3_7|—2)
1 2 -1 0
=|0 -7 5 1
10 0 16 48|(L, —>7L,)

X+2y—-2=0
Logo, —7y+5z=1 é um sistema escalonado equivalente ao sistema dado
16z =48
no exercicio.

Resolvendo-o “de baixo para cima”, sua ultima equagdo fornece o valor da
incognita z (z = 3).

Substituindo-se o valor de z na segunda equagéo:

—7y+52=1=-7y+15=1=y=2

Substituindo-se os valores de z e y na primeira equacao:

X+2y-2=0=>%Xx+4-3=0=>x=-1

Logo, S={(-1, 2, 3)}.
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3X+y-z=0
= Escalone e resolva o sistema {— X+ y+2z=1.
2X+2y+2=2
31 -1 0
A matriz ampliada associada ao sistemaé |-1 1 2 1].
2 2 1 2
31 -1 0] [1 -1 -2 -2|(,,»>L-Ly)
-11 2 1i=(-1 1 2 1
2 2 1 2 | 2 2 1 2

(1 -1 -2 -2
=0 0 0 -1|(L,—>L,+L)
0 4 5 6 |(L;—>L-2L)
(1 -1 -2 =2]
=0 4 5 6 |(L, & L,)

0 0 0 -1
X—y—2z=-2
O sistema 4y +5z =6 esta escalonado e é equivalente ao sistema dado.
0z=-1

Como ndo existe z real tal que 0.z = -1, conclui-se que o sistema é impossivel e,
portanto, S = &.

. X+y—-z=-2
= Escalone e resolva o sistema )
2x+2y—-z=1

i . . ) 111 -1 -2
A matriz ampliada associada ao sistema é {2 ) 1 1 }

11 -1-2] 11 -1-2
=
2 2 -1 1 00 1 5L —>(,-2L)

+y-—z2=-2

. esta escalonado e é equivalente ao sistema dado.
=

. X
O sistema {

Substituindo z por 5, na 12 equacdo, obtem-se a equagdo x + y = 3, que possui
infinitas solucdes. Logo, o sistema é possivel e indeterminado.

Atribuindo a x um valor arbitrario o, determina-se o valor de y em funcéo de a.

Tem-se, assim, que y =3 — a.
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Portanto, S = {(a,, 3 -0, 5), em que a € IR} é a solugdo geral do sistema sendo
que, para cada valor especifico dado a o, obtém-se uma solucdo particular do
referido sistema.

Observagoes:
« Todo sistema escalonado em que o nimero de equagfes € menor que o nimero de
incognitas é possivel e indeterminado.

« Se, apos escalonado, um sistema apresentar alguma linhado tipo(0 0 0 ... 0 k),
comk = 0, o sistema sera impossivel.

Discutindo um sistema linear

X—2y+pz=1
= Discutao sistema {x—-y-z=2 em fungéo dos parametros p e q.
—X+2y—-2z=q
1 -2 p
SejaD=|1 -1 -1 o determinante associado a matriz dos coeficientes do
-1 2 -2

referido sistema.

E sabido que, se D # 0, o sistema é possivel e determinado.

1 -2 p
D#0=(1 -1 -1#0=p=#2.
-1 2 -2

Logo, se p # 2, o sistema sera possivel e determinado.

X—2y+2z=1
Se p = 2, tem-se 0 sistemaix—-y—-z=2 que é equivalente ao sistema
—-X+2y-2z=q
X—2y+2z=1
escalonado y—-3z=1
0z=q+1

A igualdade presente na 32 equacdo desse ultimo sistema serd verdadeira se
g+l = 0 e, portanto, g = -1; o que fard com que o sistema seja possivel e
indeterminado.

Na hipétese contraria (g # —1), o sistema sera impossivel.



31

Em resumo:

. Sep=#2,0sistema sera possivel e determinado.
. Sep=2eq=-1, o sistema sera possivel e indeterminado.
. Sep=2eq #-1, osistema sera impossivel.

Questdes propostas

Q5. (Ufac) Em relagdo ao sistema linear (R): 2_1;—': =4 , qual é a Unica
proposicéo errada dentre as dos itens abaixo?

a) A matriz dos coeficientes de (2) é inversivel

b) O conjunto solucdo de (@) é finito

c) O sistema () é possivel e determinado

d) O método de G. Cramer(1704-1752) é preciso na obtencdo do conjunto solucéo
de (@).

e) N&o existem sistemas lineares equivalentes a (&).

Q6. (UFV-MG) No parque de diversdes Dia Feliz, os ingressos custam R$10,00 para
adultos e R$6,00 para criangas. No ultimo domingo, com a venda de 400 ingressos, a
arrecadacgdo foi de R$3000,00. A razdo entre o numero de adultos e criangas pagantes
foi:

d) )

a) b) 0)

=Rl
=R

=R

Q7. (UFSM-RS) A remocdo de um volume de 540m3 de entulho da construcdo de uma
obra viaria foi feita com dois tipos de caminhdes. O primeiro tem capacidade de carga
de 6m3, com custo de R$30,00 por viagem. O segundo tem capacidade de carga de 10
m3, com custo de R$40,00 por viagem. Sendo destinados R$2400,00 para a remogédo do
entulho, as quantidades de viagens necessarias para 0s caminhdes do primeiro e do
segundo tipos renovarem completamente o entulho sdo, respectivamente:

a) 30e40
b) 30e50
c) 40e50
d) 40e40
e) 40e 30
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Questdes complementares

Q8. (Uniube-MG) Ao descontar um cheque, recebi somente notas de R$10,00 e
R$50,00, em um total de 14 notas. Quando fui conferir, descobri que o caixa havia se
enganado, pois recebi tantas notas de R$50,00 quanto as de R$10,00 que deveria ter
recebido e vice-versa. Percebido o erro, verifiquei que, se gastasse R$240,00 da
importancia recebida, ainda ficaria com o valor do meu cheque. Qual era o valor do meu
cheque?

a) R$540,00 b) R$300,00 c) R$480,00 d) R$240,00

Q9. (Unicamp — SP) Uma empresa deve enlatar uma mistura de amendoim, castanha de
caju e castanha-do-para. Sabe-se que o quilo de amendoim custa R$ 5,00. O quilo de
castanha de caju, R$ 20,00, e o quilo da castanha-do-para, R$ 16,00. Cada lata deve
conter meio quilo da mistura e o custo total dos ingredientes de cada lata deve ser de R$
5,75. Além disso, a quantidade de castanha de caju em cada lata deve ser igual a um
terco da soma das outras duas.

a) Escreva o sistema linear que representa situacdo descrita acima.
b) Resolva o referido sistema, determinando as quantidades, em gramas, de cada
ingrediente por lata.
-A=71
Q10. (UFPB) O sistema + @=1  tem conjunto solugdo:
-20=1
a) Vazio
b) Unitério
¢) Formado por dois elementos
d) Formado por trés elementos
e) Infinito

B+ @R - 20= 0
Q11. (FGV-SP) O sistema linear B2+ B+ B= OO
Bl- B - B= Qmm

admite solugéo ndo trivial, se:

a) [@=-2

b) % -2

c) @=2

d) % 2

e) 0 conjunto dos numeros reais.
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3 4 5
Q12. (UFG-GO) Um sistema linear tem a seguinte matriz de coeficientes 40
1 -2 2

Uma condicdo necessaria e suficiente sobre k para que o sistema tenha uma Unica
solucdo é:

a) k# 4
b) k #
C) k# 0
d) k# -
e) k-4
. B-0m=1 . . .
Q13. (Ufam) Dado o sistema ¥ nas variaveis x, y e z, é correto afirmar

A+ B+ B=1
que:

a) Temuma solugdo com z-1

b) N&o tem solucgdo

c) Tem exatamente trés solugdes

d) Tem uma solucdo Unica x=0, y=1 e z=0
e) Tem uma infinidade de solugdes.

Q14. (UFCG-PB) O gerente de um restaurante propds a seu patrdo a seguinte
promocao: quem comprar os trés pratos sugeridos recebera o primeiro gratuitamente. As
quantidades x, y e z s@o 0s precos das iguarias que constituem o prato.

Primeiro prato: uma porc¢do da primeira iguaria, uma porcao da segunda iguaria e duas
porcgdes da terceira iguaria, por zero unidade monetaria.

Segundo prato: duas porgOes da primeira iguaria, uma por¢do da segunda iguaria e
(22°22)porcdes da terceira iguaria, por uma unidade monetaria.

Terceiro prato: uma porgéo da primeira iguaria, duas porcoes da segunda iguaria e duas
porgdes da terceira iguaria, por logs unidades monetarias. Antes de anunciar sua
promocao para o publico, o patrdo pediu ao gerente que analisasse para ele aquela

R+ B+ 20 =

. L — ,
proposta. O gerente montou o sistema @22+ B+ = 1M onde a 6 um
B+ 20+ 20= My B-—0

udali]

parametro de ajuste do pre¢o do prato, e fez a seguinte anélise:

)] A promocao € possivel e existe um Gnico precgo para as iguarias se a # 1.
1)) A promocéo € possivel para qualquer preco das iguarias se a = -1.
1) A promocéo ndo é possivel quando a =2.

Esta(ao) correta(s) a(s) seguinte(s) afirmacao(bes) do gerente:

a) I, el
b) lelll
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c) lell
d lell
e) |

Q15. (ITA-SP) A condicdo para que as constantes reais a e b tornem incompativel o
+ @+ 30= 2

sistema linear AR+ 2@+ 5= 1 é;
200+ 20+ BRl=

a) a—-b=#2
b) a+b=10
c) 4*-6b=0
_
93 =
e) a.bh=24
Gabarito — ESTUDO DAS MATRIZES
3 4 Q10.d
1. A=
@ a
Q2. aj,+a,, =-4. Q11. 94
Q3.a=2eb=3. Ql12.b
0 -4 Q13.a
4. X =
@ x-lg |
[ 2 Q14.d
Q5. X =[-9
-3
—8 0, Q15.¢
N 0 6E5 3 Q16.d
788 = [ "L '
Q7. 6o, T, E
Q8. a) Instante 2 do dia 4. Ql7.a

b) 37,3°

Q9.d Q18.a
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Gabarito -DETERMINANTE

Q1l.a)10 b)49 c) -47 Q9. d
Q2.2) B = 20MAIE = - Q10. d
b) B = 10EEME = - 4
Q3.y=0 Q11.d
Q4.171 Q12. b
Q5.5 Q13.a
Q6.5 Ql4.BelB|E> 1
Q7.d Q15. ¢
Q8.c Q16.e

Gabarito -SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Ql.a) S={@12)} Qo.
b) S ={(2,0,5)} B+ @+ =05
c) S ={(L-11)} am B- 38+ @=0

50+ 208+ 16B= 5,75
b)Amendoim: 250g; castanha de
caju: 125g; castanha-do-para: 1259

d) S={(2,1,0)}

Q2. {aeIR|a=1} Q10.a
03. & :g Qll.a
Q4. 40 patos Ql2.e
Q5.e Q13.e
Q6.a Ql4.c
Q7.e Q15.a

Q8.b



