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RESUMO

Grande parte da teoria estudada em Engenharia Civil € permeada de conceitos matematicos, desde a
geometria analitica, passando pela algebra linear e pelo célculo diferencial e integral. O estudo de equag®es diferencias
e suas aplicagdes a Engenharia comp&e o objetivo principal deste trabalho, com estudo centrado na flexdo de vigas.
Foram selecionados livros e publicacdes cientificas a partir das plataformas Google Scholar e peridédicos capes, para
compor e fundamentar a revisdo bibliografica da presente pesquisa, abordando os seguintes assuntos: aplica¢es de
Equacbes Diferenciais Parciais, equacdo da onda, e deflexdo de vigas. Em seguida, foi realizado um estudo
aprofundado sobre a relagdo entre a Equacdo da Onda e a deflexdo de vigas, que teve como objetivo fazer uma
demonstracéo da curva da linha elastica apresentada por autores como Hibbeler, (2010). O estudo do comportamento
dos elementos de vigas, permitiu a observacdo de uma gama muito grande de aplicages de equages diferenciais, o
que gerou um estimulo a continuar nesse campo de pesquisa, descobrindo assim a infinidade de aplicagcdes que a
matematica possibilita para explicar fendmenos naturais e reais na engenharia civil.

INTRODUGAO:

As Equacdes Diferenciais tém um relevante papel em diversas ciéncias, tais como na quimica, na
fisica, na economia e também na engenharia civil. Estas equa¢des podem ser ordinarias ou parciais, as
EquagBes Diferenciais Ordinarias (EDO) possuem uma ou vdrias derivadas da fungdo incdgnita que
dependem de apenas uma variavel. J4 no caso das Equagdes Diferenciais Parciais (EDP) a funcao
incognita que depende de mais de uma varidvel. De acordo com Boyce (2015) as EDPs foram estudadas
por Euler, Daniel Bernoulli e Lagrange, e podem ser utilizadas para descrever fendbmenos como a
propagacao de ondas (Equacéo da Curva Elastica ou Equacdo da Onda), a propagacéo de calor (Equagéo
do Calor). Uma das possiveis aplica¢cdes da Equacdo da Onda, objeto de estudo do presente trabalho, € no
delineamento da curva de deflexdo de uma viga, a chamada de linha elastica. Sua forma geral é

apresentada na Equacéo 1, a seguir:

’u _ , 0%u Equacéo 1

otz ¢ ox?

Onde u é uma funcéo que depende de t e X, 0s quais sdo variaveis de tempo e espaco, respectivamente.
Para limitar o grau de deflexdo que uma viga pode sofrer, quando submetida a um determinado

carregamento, pode-se utilizar diversas ferramentas como, por exemplo, o método da integracdo, o método

da conservacdo de energia, ou através da resolucdo da EDP com os valores de contornos corretos,

dependendo de cada situagéo.
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A teoria de Timoshenko adiciona efeitos de cisalhamento nas secdes transversais durante a flexdo
da viga. Ao contrario das deflexdes de vigas do modelo de Euler-Bernoulli, nos quais se tinham apenas
componentes de deformacdo longitudinal ou transversal, no modelo de Timoshenko tem-se ambas

componentes longitudinal e angular.

Imagem 1: Deflexdo Timoshenko

Fonte: http://www.fem.unicamp.br/~em421/semll-1999/textos/viga.pdf

Na imagem 1, tem-se uma comparac¢ao da sec¢éo transversal AB, entre o modelo de Euler-Bernoulli
e Timoshenko. A secéo AB sofreu um deslocamento vertical igual para os dois modelos, entretanto, a se¢éo
A"B" sofreu ainda uma deformacado angular, causada pelo efeito do cisalhamento, que é considerado no

modelo de Timoshenko.

METODOLOGIA:

Foram selecionados livros e publicacdes cientificas a partir das plataformas Google Scholar e
periédicos capes, para compor e fundamentar a revisdo bibliografica da presente pesquisa, abordando os
seguintes assuntos: aplicac6es de Equacdes Diferenciais Parciais, equacdo da onda, e deflexdo de vigas.
Em seguida, foi realizado um estudo aprofundado sobre a relacdo entre a Equacéo da Onda e a deflexdo de
vigas, que teve como objetivo fazer uma demonstra¢@o da curva da linha eléstica apresentada por autores
como Hibbeler, (2010). Os resultados deste estudo sdo apresentados na se¢éo seguinte.

RESULTADOS E DISCUSSOES:

Quando uma viga é submetida a uma determinada carga, ela pode sofrer uma deflexao. Apds essa
deformacédo o seu eixo se transforma em uma curva/linha elastica.

Sabendo que a curvatura de uma curva dada por uma funcéo vetorial r € dada por:


http://www.fem.unicamp.br/~em421/semII-1999/textos/viga.pdf
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Sendo [1([1) um vetor tangente unitario, temos:
)
“O=T0)

Como a primeira derivada da funcéo € a inclinagéo, temos também que:
|D'(D)| _ oo
© oo

Logo, o vetor [1(1)) é dado por: 11'(1) = |'(D)] . 0(0)

" , 2
Pela regra do produto temos: 1 (1) = [ (u).% + u(u).%

Temos ent&o os vetores: [1'(1)) =< 0, u(u).ﬁ, 0>

1'(0)=<0,00(0) - +0() S >
ST 00 ‘002

Calculando o produto vetorial ['(1) x (1), temos:

0o 120

— + 0(0).= . 0(D).—;

') x 0 = (). — .u'(u).E

Como (1) x [J(11) = 0, o produto vetorial é dado por:
) x O = (0050
' oo
Sabendo que (1) e [1'([1) sdo ortogonais, e que |[1((1)| = 1, jA que € um vetor unitario, teremos:
, " , 0 2
[0 () x L) =110(0) xD(D)I-(ﬁ)
N
— ! N2
=7

|0°() x 0]

|0 = -
(W)Z
: |0'(0) x 0°(0)]
|H (H)| = ! 2
[ (D]
Voltando em: [ = % , temos:

_ 0@ x 0O
|1

Neste caso, teriamos:
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00 = 1DD0
()_< 'ﬁ'>

() =<0 S 0>
- ’\_\_2,

u2u|
002

, ’ oo
|o'(M|= |1+ (ﬁ)2

Logo, a curvatura da linha elastica é dada por:

|0y x ()] =|

Se () =< 1,—,0 >, entdo:

CONCLUSOES:

O estudo proposto propiciou a construcdo dos conhecimentos necessarios para a andlise das
equacdes diferenciais parciais, método amplamente utilizado para a resolucdo de varios problemas em
engenharia civil. A elaboracdo da demonstracdo do resultado utilizado por varios autores em Resisténcia
dos Materiais e Teoria das estruturas, auxiliou o raciocinio légico e abre espac¢o para a busca de novos
conceitos fisicos e de engenharia.

Portanto, o estudo apresentado tem sua importancia descrita na relacdo matemética-engenharia,
fornecendo ferramentas Uteis e indispensaveis para o entendimento de fendmenos que estdo a nossa volta
cotidianamente, mas que passam despercebidos por serem estruturas prontas e acabadas.

Ao estudarmos o comportamento dos elementos de vigas, observamos uma gama muito grande de
aplicagbes de equacdes diferenciais e um estimulo a continuar nesse campo de pesquisa, descobrindo
assim a infinidade de aplicagfes que a matematica possibilita para explicar fendbmenos naturais e reais na
engenharia civil.
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